TD n°10: Théoréme de factorisation de Hadamard

Analyse complexe 2025-2026, Thomas Serafini
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Les exercices marqués d’'un £9% sont 4 faire en priorité, ceux marqués d’un &0t sont des exercices complémen-
taires, a faire pour aller plus loin.

Le but de ce TD est de manipuler le théoréme de Hadamard dans un premier temps, puis de le démontrer
dans un second.
Soit f une fonction entiére. On définit ’ordre p de f comme

p=inf{a>0:|f(2)] < AePIF" A B constantes > 0, |z| assez grand }.

Théoréme (Factorisation de Hadamard). Soit f une fonction entiére d’ordre p > 0, et p = |p|. On note

22 zP
E,(z) =(1—=z)exp (z+2+...+p>.

1l existe un unique polynome Q(z), de degré au plus p, et un entier m > 0 tels que

f(z) = 2" [] E, (:n) .

n>1

Conséquences du théoréme

£ Exercice 1. Des produits plus ou moins connus.

1. Calculer les ordres de z — P(z)eQ(z) avec P, ) polynomes, et des fonctions trigonmétriques sin, cos.
P(2)e?®) est d’ordre < deg(Q) en majorant brutalement |P(z)| < eCloglzl et |eQ(2)| = M@= <
elQ()|  ¢Blz[18 @)

En considérant z = wt avec t € R et w fixé tel que wiee(@) = ﬁ le coefficient dominant de @), et ainsi
o

R(Q(ht)) = tde@) 4 O(tdeg(Q%lv), donc Pe® est bien d’ordre exactement deg(Q)). Pour les fonctions

trigonomeétriques, on a cos(z) = ‘Z*'% et donc cos(it) = cosh(t). De plus, la majoration brutale donne

| cos(z)| < cosh(R(iz)) < cosh(|z]), ce qui prouve que cos est d’ordre 1. Le sinus fonctione similairement,
avec sin(it) = isinh(¢).

2. A Paide du théoréme de Hadamard, retrouver les produits pour le sinus et la fonction I' (en admettant
que la fonction entiére % est d’ordre 1 : c’est une extension a C de la formule de Stirling). Trouver une
formule de produit pour le cosinus.

Pour le sinus, qui est d’ordre 1, on trouve

sin(z) = ze®* H <1 - i) enr .
nm

n#0
Comme sin(—z) = —sin(z), on trouve a = 0, et en regroupant ensemble les termes pour n et —n, on
trouve )
, z
sm(z):zH 1-—.
n2m?
n>1

sin(y/)

Alternativement, on peut appliquer le théoréme de Hadamard & la fonction L=, qui est bien définie

car % est paire. C’est une fonction entiére d’ordre % ayant des zéros simples en les n?7? pour n > 1,

et on obtient : in(V/2)
sin(y/z z
-z = H (1 ) 2) :
NZ n2m

n=1

TMerci a4 Hadrien et Louise pour ce phoque et ce raton-laveur en Tikz.



Pour la fonction &, on a (au vu du calcul de son résidu en 0, qui vaut 1)

:
CRES (P

n>1

Pour trouver ¢, il suffit de remarquer qu’en toute généralité, si
f(z)=2"e” H 1- 2 )ewr
Qn

car le produit n’est composé que de termes de la forme 1 — j—j +0(23).

n

P (m) (o
alors on a précisément ¢ = fT,()

On calcule la dérivée seconde en 0 de & en écrivant sI'(s) = I'(s + 1) et on trouve
# 1 d 1 sU(s+1)
ds?T(s) dsT(s+1) T(s+1)2
M(s+1) T'(s+1) 2sI"(s+1)?
I(s+1) TI(s+1)2 I'(s+1)3

En évaluant en s = 0, on trouve —2I"(1) = 2v (voir le TD6 pour le calcul de la dérivée de la fonction
digamma, et donc gamma). On trouve ainsi :

1 S s
e =se [T (14 2) e,
T(s) ¢ IL(+7)e

n=1

Reste le cos, on peut écrire

On rassemble entre eux les termes opposés (i.e. n + % et —n — 1+ %) pour obtenir :

52
cos(z) = e“® 1—-— .
1;[0 ( m (n+ %)2>

Pour que la fonction a droite soit paire, il faut nécessairement que ¢ = 0 et donc

cos(z) = 1—2’722 .
oI )

£9 Exercice 2. Petit théoréme de Picard.
Soit f une fonction entiére non-constante d’ordre p < oc.

1. Démontrer que f atteint tout nombre complexe sauf éventuellement un.
Si f n’atteint pas a € C, alors par le théoréme de Hadamard on a f(z) — a = e®) avec P polynome.
Comme P est surjectif de C dans C (par d’Alembert-Gauss) et que exp est surjective de C sur C*, on a
bien surjectivité de f — a.

2. Démontrer que si p n’est pas entier, alors f atteint chaque point de son image une infinité de fois.
Soit a € C. La fonction entiére f—a est d’ordre p aussi, et donc elle se factorise comme 2% (?) Hﬁ:f(ﬁ):a E, (%) .
Si le produit est fini, on a f(z) — a = P(2)e?*), qui est d’ordre deg(Q) € N, ce qui contredit la suppo-

sition. Le produit doit donc étre infini, et f a une infinité d’antécédents.

3. Supposons que p est entier. Démontrer que si f n’est pas un polynéme, alors f atteint tout nombre
complexe une infinité de fois, sauf éventuellement un, et expliciter le cas ot un nombre n’est atteint



qu’un nombre fini de fois.
Soit arq, g € C atteints seulement un nombre fini de fois. On a alors

f—ai=Pe

avec deg(Q;) = p, et donc P1e@t — Pye®?? = ap —ay. Sip = 0, on a en particulier que f est un polynome,
donc toute fonction entiére non-polynomiale d’ordre 0 atteint tout point de C une infinité de fois. On
traite & présent le cas p > 0.

En raisonnant sur la croissance a l'infini, on peut voir que @1, @2 ont le méme terme dominant. On
factorise Pye@1 — Pye@2 = 22" (P1(2)ef1(2) — Py(2)ef2(2)). On trouve alors Peftt — Pyel?z = (ag—al)e“zd.
Comme les degrés des R; sont < d, l'ordre de la fonction & gauche est < d. Si as # «ay, Uordre de

(g — aq)e*® est d, donc nécessairement oy = ap et il n’y a qu’un point atteint un nombre fini de fois.

Exercice 3. Somme d’inverse de racines.
Soit f(z) = >,50an?" une série entiére d’'ordre p, on note (A,), ses racines comptées avec multiplicite,
rangées par ordre croissant de module. On suppose également que ag # 0.

1. On suppose dans cette question que p < 1. Démontrer que
1 al
D3 v
C’est simplement le calcul du terme d’ordre 1 dans le développement du produit infini

f(z):aOH(l—;”).

n=0

2im

2. On fixe N un entier, { = e~ , et on pose gn(z) = Hé\:ol f(¢iz2).

(a) Démontrer que gn(z) € C[z™V], et que le coefficient de z*V est un polynome homogéne en les a; de
degré N, faisant intervenir uniquement des a; avec ¢ < kIN.
Le fait que le coefficient de z* dans le produit de fonctions entiéres est homogéne du bon de-
gré s’observe sur la formule du produit de séries entiéres, pareil pour le fait que les termes qui
interviennent sont d’ordre < k. Reste a voir que gn(z) € C[2V] : pour ¢a, on écrit f(z) =
e [L.50 Ep (Ai) 1l suffit donc de montrer que gy € C[2zV] si f = e ousi f=1— I
Dans le premier cas, on a

gn(z) = e° pOnir el

et Z;-V:Bl (" =0 sir n’est pas multiple de N. Dans le deuxiéme cas, c’est une simple factorisation
N—1
H(l—{jw)zl—wN.
j=0

(b) Supposons que f est un polyndéme de degré d, démontrer en considérant la matrice compagnon de
f que les coefficients de gy sont en réalité des polyndmes a coefficients entiers en les a;.
SQit M la matrice compagnon de f. On écrit simplement ij:z)l f(¢72) = (-1)WNa¥ Hév:fol det(M —
(z) = (1) all det(MYN —2zN). Comme les coefficients de M sont des 1 et les a; /a4, les coefficients
de M™ sont des polynomes en les a; /a4 & coefficients entiers, et donc les coefficients de vaz:)l f(¢72)

ar Qd—1
as’ " ay

N a ad—1
ad PL‘ <7 ceuy ) = Q,;(ao, ...,ad)

sont de la forme aév P ( ) avec P polynoéme a coefficients entiers. On sait par la question

précédente qu’on a

aqd aqd

et on en déduit que @; doit nécessairement étre a coefficients entiers.



(c) Démontrer que les coefficients de gy sont des polyndémes homogenes a coefficients entiers en les a;
également quand f est une série entiére.
Le coefficient d’ordre kN de gy ne dépend que des coefficients d’ordre < kN de f, et on peut donc
remplacer f par sa troncature & 'ordre kN pour calculer les coefficients, ce qui donne le résultat.

3. Supposons que N > p, démontrer que
1
> 5w
n>=0 )\"

est un polynome de degré < N a coefficients entiers en les a;/ag, en particulier si f est a coefficients
. 1 .
rationnels alors 3 X aussi.

Ecrivons f(z) = age?®) [L>1 Ep (f) avec @ de degré < p et Q(0) =0. Comme N > p, ona N > p et

on peut vérifier que

N-1 _ p N-1
H eQ2) = exp Z a7 | =€’ =1,
Jj=0 r=1 j=0

Cette méme observation donne
N-1 N
iy An AD

P N 2N . o . . . N 1
Ainsi, gy (2) = ag) Hn20 (1 — )\—N), et en identifiant le premier coefficient non-nul on a que a; Zn>0 po

est un polynéme homogéne de degré N a coefficients entiers en les a;, en divisant par al’ on obtient un

polynéme de degré < N a coefficients entiers en les a;/ay.

4. Retrouver ((2) de cette maniére et démontrer que ((2n) € 72"Q.
sin(y/3)

N le bon

Pour retrouver ¢(2), on peut utiliser le produit du sinus ou du cosinus. Prendre f(z2) =
golit de directement donner la réponse avec la question 1, on a :

1 1
2 T

n>1

La question précédente appliquée démontre que » k>1 # est un polynome & coefficients entiers en
les coefficients de Taylor de Sm\(ff), qui sont rationnels.

5. Si N > p, démontrer que

ou—)Z

f( )\)—a

est une fonction rationnelle en «, avec un pole d’ordre < N en o = f(0).
On applique la question 3 a la fonction entiére f(z) —«, et on obtient (pour a # f(0)) que > . F(V=a LN
est un polynome de degré < N a coefficients entiers en les a;/(ag — «), d’ott un pédle d’ordre < N.

6. Démontrer, pour ¢t € [—1,1] non nul que

1

> e T3+ T
o, (arcsin(t) + 2nm)? £~ (7 — arcsin(t) + 2n7)? 2

n

La somme est exactement de la forme >, .\, v avec f(z) = sin(z) et N = 2. Elle est donc donnée
par le coefficient d’ordre 2 dans (sin(z) — ¢)(sin(—z) — t) = t* —sin®(z) = > — 22 + O(z*). On trouve
donc bien t%

Démonstration du théoréme de factorisation de Hadamard




Exercice 4. Formule de Jensen. _
Soit f une fonction holomorphe au voisinage de D(0, R), telle que f(z) # 0 pour |z| = R et f(0) # 0. On note
ai,...,an les zéros de f avec multiplicités. Démontrer ’égalité

N 2m
1 ,
oz |(0) = 3 1og o /Rl + 5 [ tog|1(Re") do.
n=1

£(

T e (z)_a ) et appliquer le théoréme de Cauchy & une fonction
n=1 n

On pourra considérer la fonction g(z) =
holomorphe bien choisie.

Commencons par un lemme : soit g une fonction entiére ne s’annulant pas sur D(0, R). Alors

1 2m .
oz la(0)] = 5 [ togla(Re”)jdo.

On considére la fonction holomorphe %

des résidus, ou la formule de Cauchy, donne

1
2imlog g(0) = / Mdz.
oD(0,R) z

, méromorphe au voisinage du disque fermé D(0, R). Le théoréme

En déroulant la définition de I'intégrale & droite, on a
27 0 2T
1 . _
2irlog g(0) = / %me“’dtﬁ) =i / log g(Re™®)df.
0 et 0

En divisant par i et en prenant les parties réelles (Rlog(w) = log|w|) on obtient le résultat voulu pour g.

Pour généraliser ce résultat au cas ou f a des racines, on considére ay, ..., ay ses zéros avec multiplicités, et on

applique le résultat a % et on obtient

1

N 27 N 27
log [£(0)] = > log Jan| = %A log |f(Re)]d6 — - :A log [Re™® — a|do.
n=1 n=1

1l s’agit maintenant d’évaluer cette derniére intégrale, sachant que |a,| < R pour tout n.
Pour ce faire, on réécrit log |Re?’ — a| = log|R — ae~%| et on fait un changement de variable § — —@ pour
obtenir

27 27
/ log|R — ae™"|df = / log |R — ae®|df.
0 0

On reconnait ici fo% log |g(e?)|df avec g(z) = R — az qui n’a pas de zéro dans le disque unité fermé, et cette
intégrale s’évalue donc a 2w log(R). En rentrant cette expression dans la formule ci-dessus, on obtient :

N 1 27 ) N 2T
o8 (0 = > togla| = 5= [ log f(Re") a0 =3 [ 1ox(R).

n=1 n=1
En réarrangeant cette expression, on obtient bien la formule de Jensen.

Exercice 5. Zéros d’une fonction entiére d’ordre fini.
Soit f une fonction entiére. On note (a,), les zéros de f, par ordre croissant de module et avec multiplicités,
et Ny(R) le nombre (avec multiplicités) de zéros de f de module < R.

1. (a) Démontrer que si R > 0 et ay,...,ay sont les racines de f de module < 2R, on a

N
2
3 log M—R > log(2) Ny (R).
n=1 n

On minore log(2R/|a,|) par 0 si R < |a,| < 2R et par log(2) si |a,| < R, et on obtient

N 9R
D log = >1log(2) Y 1=1log(2)N;(R).

jan) lan <R



(b) En déduire que pour a > p, il existe une constante C' > 0 € R telles que pour R assez grand, on a
N¢(R) < CR~.

On utilise la formule de Jensen, pour R assez grand on a log|f(z)] < CR® + D par définition de
lordre de f, et alors :

N 27
2R 1 )
> log — = 44 /’ log |f(2Re™)|d6 —log | f(0)|
n=1 |(1,,,,,| 2m 0

< C(2R)™ + D —log |f(0)

Quitte a grandir C, on peut négliger les constantes additives.

Z |an|7ﬁ

n>1

2. Démontrer que pour g > p, la somme

converge.

Il suffit de prouver que >, - v |an| ~F converge pour N grand. L’idée est de dire que >, o1 <lan|<2m lan,| =% <
Ny (2m)2=F™. En prenant p < a < 3, on a C tel que pour m assez grand, on a N;(2™) < C2%™. On a
donc

Z |an|7‘3 < Z Nf(2m)278m+3

n>>0 m>>0

< 260 Z (2a7,8)m

m>>0
qui converge.

& Exercice 6. Théoréme de factorisation de Hadamard
Soit f une fonction entiére d’ordre p > 0. On pose, pour tout cet exercice, p = |p], et les (a,) sont la suite
des zéros de f avec multiplicité, rangés par ordre croissant de module.

1. Démontrer & l'aide des exercices 5 et du théoréme de factorisation de Weierstrass qu'’il existe un entier
m > 0 et une fonction entiére g telle que :

f(z) = 2med?) H E, (z) .
n>1 An

Comme }_, -, |a,|7P~1 converge (car p+ 1 > p), la suite p,, = p satisfait les hypothéses du théoréme de
factorisation de Weierstrass, ce qui permet de conclure.

2. Pour prouver le théoréeme de Hadamard, il suffit de prouver que g est un polynéme. Pour ce faire, on
veut minorer le produit des E,(z/a,) - on commence par traiter les facteurs pour lesquels a,, est grand
devant z.

(a) Démontrer que pour |2| < 1, on a

n

z
E,(z) =exp | — Z o
nzp+l
Pour |z| < 4, ona1—z = exp(log(l — 2)) = exp (f D1 %) et donc

(1—z)exp(zz7:>—exp - Z %n

n=1



(b)

()

Démontrer que pour |z| < J et p<a<p-+1,ona

|EP(Z)| > 672“_p_1c|z|a.

n

On écrit w=—3" - . %, ona Ey(z) = e donc |Ey(2)] = [e| > el On a jw| < C|z[PT!, et
|z[PTL < (%)m_l_nK |z|* (car [z] < & et p+ 1> a), ce qui permet de conclure que

_ga=p-lya

|Ep(2)] = e

En déduire que pour tout p 4+ 1 > « > p, il existe une constante C' > 0 telle que

I (o)

n:[2z[<an| "

Soit N tel que pour tout n > N, on a z/|a,| < 5. On a, pour n > N :

1
§.
|EP(Z/an)| > 67C|2/a”‘a

et donc
H ‘E;,)(Z/(L")l = 67C 2onzrlz/an]
n>N

. : o _Clale B
qui est bien une majoration de la forme e~ “I# car 3" |a,|7* < .

3. On s’occupe a présent des facteurs pour lesquels a,, est petit devant z, lesquels sont en nombre fini.

(a)

()

Démontrer que si |z| > %, alors pour tout « > p il existe une constante C' > 0 telle que :

By(2)] > |1 — 2o 1",

o(52)

k=1

Il s’agit ici de démontrer que

—C o
>e |z

. . ’ k
Pour ce faire, il suffit de démontrer que ‘22:1 Z

< C|z|* (encore une fois, on majore généreuse-

ment |e"]| > e““"). L’existence de C découle du fait que « est supérieur au degré du polynéme
P 2"

k=1F -
Démontrer que si z ¢ |J,,5; D(an, |an|7P7?), alors

z
II ‘1—(1—

n:|2z|>|an| "

> (2|z]) " PHINs2I2D),

11 suffit de montrer que pour z ¢ Un>1 D(an, |a,|7P~2) et n vérifiant |z/a,| > %, onall—2z/a,| >
(2|z])7P=3. On commence par écrire

11— 2/an| = |2 — anl/lan| > |an|_p_2/|an| = |an|_p_3

puis on observe que |a,| < 2|z| par hypothése, ce qui conclut.

En déduire que pour o > p, pour |[z| — |an|| > |a,|7P~? (pour tout n) et |z| assez grand, on a

15 (2)]

n>1



4.

5.

La condition ||z[—|a,|| > |a,|7P~2 garantit que z ¢ Uns1 D(an, [an|7P72). On considére p < o < a,
on a N;(2|z]) < C|2|*, et ainsi

II

n:lap|<|2z|

1-— Z > (2‘Z|)*(p+3)0|z\0‘ _ o C3)|2" log 22|

n

,
Quitte a agrandir C, on a pour |z| assez grand e~ C@+3)Iz|" log |22 > o=C@+3)I2I" car o/ < . On a
donc bien

lan|<2|z|

E

z _ e
! <> ’ 2 ‘ o
an

et pareil pour le produit sur |a,| > 2|z|, ce qui conclut.

Démontrer que pour «a > p, il existe une constante C > 0 telle que pour |z| assez grand et ||z| — |an|| >
lan|7P=2 (pour tout n):
9| < €117,

On écrit
6g(z) _ f(Z) )
Zm Hn>1 Ey(z/an)
Si ||z = |an|| > |an| 7P~ pour tout n et |z| assez grand, on a

7)) < [ f(2)]e”1*"
et comme f est d’ordre p < «, on a l'inégalité demandée.

(a) Soit h une fonction entiére, u sa partie réelle, R > 0 un réel. Démontrer que pour n > 1, on a

h(n) (O) 1 o a 6 —inf

Si on remplace h par CR® — h, il suffit de prouver que

n 1 27 ) ‘
h (0) _ / u(Re’zO)e—méde.
0

n! TR»

En développant 2u(Re?) = h(Re') + h(Re'), on a

1 2 " - 1 2 " - 2m » -
(] —1n dg — h X2 —1n d9 h X2 —1n da
7TR"/o u(Re")e 271'R"/0 (ReT)e i ZTrR"/O (Re™)e
h(n) (0) 1 2m _ _
_ I /19 Ifzn() 0.
] + 27TR”/0 (Re'")e™"d

Cette deuxiéme intégrale est le conjugué complexe de

1 2 1

10\ ind o n—1
R h(Re")e da_inR” aDh(Rz)z dz

qui est nulle par la formule de Cauchy.
(b) En déduire que si u(Re'?) < CR®, alors

|h™(0)] < 2CnIR*™" — 2nlu(0)R™™.

On majore brutalement

< a . % 2]
’n! ’ Y A (CR — u(Re )) d

< 20R*™" — 2u(0)R™".



Pour voir que

/277 u(Re')df = 27u(0)
0

on peut au choix faire un raisonnement similaire a celui utilisé pour la question 5.(a), utiliser la
formule de la moyenne pour les fonctions harmoniques ou encore développer u en série de Fourier
(qui converge normalement sur tout compact).

6. Démontrer le théoréme de factorisation de Hadamard.
Si I'ensemble 1, -, {|lzl = lan|| > |an|7=2} contient des cercles de rayons aussi grands que voulus, on
pourra conclure & 'aide de la question précédente que g est un polynéme : en faisant tendre R vers
I'infini, on trouve g™ (0) = 0 pour n > a.
L’ensemble Un>1{‘|z| — |an|| < |an|} est une réunion disjointe d’anneaux d’épaisseur 2|a,|"?~% et de
rayons |a,|. L’épaisseur d'un tel anneau est 4r|a,| P!, et la réunion des anneaux a donc une mesure
finie, on peut en particulier trouver des cercles de rayons arbitrairement grands, disons une suite croissante
(Ryn)m, dans le complémentaire.
On a donc, pour u la partie réelle de g et n > p :

‘ R (0)

, ‘ < 20R™ — 2u(0) R,
n.

En faisant tendre m — oo, on trouve g(m)(O) = 0, démontrant que g est un polynéme de degré < p et
prouvant ainsi le théoréme de Hadamard.



